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Problème1  
 

1. Introduction 

 
Le système est hyperstatique (intérieur) d’ordre 1, car le tirant ne peut transmettre qu’un effort 
de traction : k = m + p – 2 n = 2 (barres) + 3 (ddl bloqués) – 2 x 2 (nœuds) = 1 
 

2. Equilibre des forces et des moments 
 

∑𝐹𝐹 ∶  𝑅𝑅𝐴𝐴 + 𝑅𝑅𝐶𝐶 =  𝑃𝑃  
 
∑𝑀𝑀𝐵𝐵 ∶  𝑅𝑅𝐴𝐴𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝐶𝐶𝑅𝑅  

 
 𝑅𝑅𝐴𝐴 = 𝑅𝑅𝐶𝐶 =  𝑃𝑃/2  
 

3. Moment de flexion en fonction de l’angle 
 

∑𝑀𝑀𝜑𝜑 ∶  𝑀𝑀(𝜑𝜑) = 𝑅𝑅𝐴𝐴(𝑅𝑅 − 𝑅𝑅 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜑𝜑) − 𝑁𝑁 𝑅𝑅 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜑𝜑 pour  0 ≤ 𝜑𝜑 ≤ 𝜋𝜋
2
 

 
𝜕𝜕𝑀𝑀(𝜑𝜑)
𝜕𝜕𝜕𝜕

= − 𝑅𝑅 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 
 

4. Energie de déformation en flexion et en traction dans le tirant 
 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑀𝑀2

2𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑁𝑁2

2𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
5. Menabrea : 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 

 
2
𝐸𝐸𝐸𝐸 ∫ 𝑀𝑀 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑅𝑅𝑅𝑅𝜑𝜑

𝜋𝜋
2
0 + 1

𝐸𝐸𝐸𝐸 ∫ 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁2𝑅𝑅
0 = 0  

 
Et finalement 
 
 𝑁𝑁 = 𝑃𝑃 1

𝜋𝜋+ 4𝐼𝐼
𝑅𝑅2𝐹𝐹

 𝑁𝑁 = 𝑃𝑃 1

𝜋𝜋+ 4𝐼𝐼
𝑅𝑅2𝐹𝐹
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Problème 2  
 

1. Schéma et équilibre statique 

 
∑𝐹𝐹 ∶  𝑅𝑅𝐴𝐴 + 𝑅𝑅𝐶𝐶 =  𝑃𝑃   𝑅𝑅𝐴𝐴 =  𝑃𝑃 − 𝑅𝑅𝐶𝐶 
 
∑𝑀𝑀𝐷𝐷 ∶  𝑀𝑀𝐴𝐴 + 𝑅𝑅𝐴𝐴



2
= 𝑅𝑅𝐶𝐶



2
  𝑀𝑀𝐴𝐴 = 

2
(2𝑅𝑅𝐶𝐶 − 𝑃𝑃) 

 
Le déplacement au point C étant nul, on peut appliquer le théorème de Menabrea, à condition 
de considérer l’énergie totale du système, y compris celle du ressort : 𝑈𝑈 = 𝑈𝑈𝑏𝑏 + 𝑈𝑈𝑅𝑅 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑅𝑅𝐶𝐶

=
𝜕𝜕𝑈𝑈𝑏𝑏
𝜕𝜕𝑅𝑅𝐶𝐶

+
𝜕𝜕𝑈𝑈𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑅𝑅𝐶𝐶

 

 
2. Moment de flexion 

 
0 ≤ x ≤ /2 
 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 𝑅𝑅𝐶𝐶  𝑥𝑥 
 
 
0 ≤ x ≤ /2  

 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 𝑅𝑅𝐶𝐶  𝑥𝑥 + 𝑃𝑃 �


2
− 𝑥𝑥� 

 
 =  𝑥𝑥(𝑅𝑅𝐶𝐶 − 𝑃𝑃) +  𝑃𝑃

2
 

 

 
 

3. Energie de déformation 𝑈𝑈 = 𝑈𝑈𝑏𝑏 + 𝑈𝑈𝑅𝑅 
 

𝑈𝑈𝑏𝑏 =
𝑀𝑀𝑓𝑓

2

2 𝐸𝐸𝐸𝐸
 

 

𝑈𝑈𝑅𝑅 =
1
2
𝛿𝛿𝑅𝑅𝐶𝐶 =

𝑅𝑅𝐶𝐶2

2𝑘𝑘
  

 
  

P 

x MA 

RA 

RC 

RC 

M(x) T(x) 

N(x) 

M(x) 
T(x) 

N(x) 
RC 

P 



MECANIQUE DES STRUCTURES « hyperstatisme » Semaine 11 
Génie Mécanique 3ème semestre 27 novembre 2024 
 

4. Application du théorème de Menabrea 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑅𝑅𝐶𝐶

=
𝜕𝜕𝑈𝑈𝑏𝑏
𝜕𝜕𝑅𝑅𝐶𝐶

+
𝜕𝜕𝑈𝑈𝑅𝑅
𝜕𝜕𝑅𝑅𝐶𝐶

=
𝑅𝑅
𝐸𝐸𝐸𝐸
� 𝑥𝑥2𝑑𝑑𝑑𝑑



2

0

+
1
𝐸𝐸𝐸𝐸
��𝑥𝑥𝑥𝑥 − �𝑥𝑥 −



2
� 𝑃𝑃� 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥





2

+
𝑅𝑅
𝑘𝑘

= 0 

 
Et donc 
 
 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝑅𝑅𝐶𝐶
= 𝑅𝑅3

3𝐸𝐸𝐸𝐸
− 5𝑃𝑃3

48𝐸𝐸𝐸𝐸
+ 𝑅𝑅

𝑘𝑘
= 0 

 
5. Représentation de la fonction 

 

 𝑅𝑅𝐶𝐶 = 5𝑃𝑃
16
� 1

1+1𝑘𝑘⋅
3𝐸𝐸𝐸𝐸


3
� = 5𝑃𝑃3

16
𝑘𝑘3

𝑘𝑘3+3 𝐸𝐸𝐸𝐸
 

 
 𝑅𝑅𝐶𝐶(𝑘𝑘 = 0) = 0 et  𝑅𝑅𝐶𝐶(𝑘𝑘 = ∞) = 5𝑃𝑃

16
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Problème 3  

1. Schéma et équilibre statique :  
 
Pour la double symétrie, le système est hyperstatique d’ordre k = 3 – 2 = 1 

 
∑𝐹𝐹𝐻𝐻 ∶  𝐻𝐻𝐴𝐴 =  𝑞𝑞 𝑏𝑏  
 
∑𝐹𝐹𝑉𝑉 ∶  𝑉𝑉𝐶𝐶 =  𝑞𝑞 𝑎𝑎  

 
𝑀𝑀𝐶𝐶 = ℎ𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦𝑦 

 
2. Tronçon CB de 0 ≤ x1 ≤ b 

 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 𝑀𝑀𝐶𝐶 − 𝑞𝑞
𝑥𝑥12

2
 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑀𝑀𝐶𝐶

= 1 

 
3. Tronçon BA de 0 ≤ x2 ≤ a 

 

𝑀𝑀(𝑥𝑥) = 𝑀𝑀𝐶𝐶 − 𝑞𝑞
𝑏𝑏2

2
+ 𝑉𝑉0𝑥𝑥2 − 𝑞𝑞

𝑥𝑥22

2
=  𝑀𝑀𝐶𝐶 − 𝑞𝑞

𝑏𝑏2

2
+ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑥𝑥2 − 𝑞𝑞

𝑥𝑥22

2
 

 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑀𝑀𝐶𝐶

= 1 

 
4. Application de Menabrea 

 

𝛼𝛼𝐶𝐶 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑀𝑀𝐶𝐶

=
1
𝐸𝐸𝐸𝐸
�𝑀𝑀
𝑏𝑏

0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑀𝑀𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑥𝑥1 +
1
𝐸𝐸𝐸𝐸
�𝑀𝑀
𝑎𝑎

0

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑀𝑀𝐶𝐶

𝑑𝑑𝑥𝑥2 = 0 

 
Et donc 
 
 𝑀𝑀𝐶𝐶 = 𝑞𝑞

6
(𝑏𝑏2 − 2𝑎𝑎2 + 2𝑎𝑎𝑎𝑎) 
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MA 
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x1 
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5. Représentation des diagrammes des efforts intérieurs 
 
Application numérique : 
 

𝑀𝑀𝐶𝐶 = 1083,3 Nm 
𝑀𝑀𝐵𝐵 = −1166,7 Nm 
𝑀𝑀𝐴𝐴 = −166,7 Nm 

 

 

A B 

C 

-166,7 

-1166,7 

-1166,7 

1083.3 


